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1. WST£P 

Wstari i zrob krok przed siebie. Obroc sie w prawo o 90 stopni i znow zrob krok przed siebie. 
Jeszcze raz. I jeszcze raz. Gdzie jestes teraz? To proste. Chodziles po kwadracie i teraz znow 
jestes tarn, gdzie na poczatku. Ale czy na pewno? Co sie stanie, jesli bedziesz robic dwa razy takie 
kroki? Wydaje sie, ze bedziesz chodzic po dwa razy wiekszym kwadracie i teraz tez wrocisz do 

punktu poczqtkowego. A co jesli bedziesz robic naprawde duze kroki? Naprawde duze, 
na przyklad dlugosci 10000 kilometrow? Zobaczmy... 

Wcale nie wrocilismy do punktu wyjscia! Czy nie jest to zastanawiajace? Co ciekawsze, do 
punktu wyjscia wrocilismy juz po wykonaniu trzech krokow. Nasze stopy wykreslily boki trojkata, 
ktorego wszystkie katy sa proste! Zatem wbrew temu, czego uczy sie w szkolach, suma katow 
w naszym trojkacie nie jest rowna 180 stopni! 

No jasnc, zadajac pytanie o chodzcniu i zakrecaniu nie dodalem, ze mamy chodzic po 
powierzchni kuli ziemskiej. Gdybysmy chodzili po plaszczyznie, takich dziwnych zjawisk bysmy 
na pewno nie znalezli. Jaka cecha rozni wiec plaszczyzne i sfere? Jest nia^ krzywizna. I wlasnie 
badaniu wspanialych perspektyw, jakie ona nam daje, jest poswiecona ta ksiqzeczka. 

Na poczqtku zbadamy jak wygla_da uprawianie geometrii na najprostszej powierzchni obdar- 
zonej krzywizna-na sferze. Sprobujemy udowodnic twierdzenie Pitagorasa i nauczymy sie dose 
dziwnych sposobow na mierzenie pola powierzchni. No i uscislimy, co to jest krzywizna. Potem 
zabierzemy sie za dose dowolne powierzehnie zakrzywione. Zastanowimy sie czym zastajnc pojecie 
odcinka i prostej. Bedziemy starali sie glebiej zrozumiec dlaczego idac prosto, idziemy tak krzywo. 
Dowiemy sie, co to jest charakterystyka Eulera i udowodnimy niezwykly wzor na calkowita, krzy- 
wiznc np. filizanki. Przy okazji moze zrozumiemy troche ogolnej teorii wzglgdnosci i dlaczego 
wszystko spada na dol. 

Ponicwaz nie jest to podrecznik, ale raczej przenosny inspirator, przygotowalem nieco prob- 
lemow i zadah. Sq bardzo rozne: niektore sa_ dose proste, inne naprawde trudne. Jest ich na tyle 
duzo, ze chyba nie da sie ich wszystkich rozwiazac, zatem rowniez od was zalezy, ktore wybierzecie. 
Rozdzial o spacerach na parkietach zawiera naprawde trudne problemy. Jesli chcesz napisac prace 
na Konkurs Prac Uczniowskich z Matematyki i szukasz tematu... 

Jesli spodoba warn sie taka geometria, moze zechcecie poczytac cos wiecej? W razie jakichs 
klopotow, mozecie do mnie pisac. 

Chcialbym przeprosic za brak jakichkolwiek rysunkow. Jaki jest pozytek z ksiqzki, w ktorej nie 
ma ani konwersacji, ani ilustracji'^ 

Do niniejszych warsztatow napisalem moduly do pisania wlasnych prostych pro- 
gramow w Pascalu, ktore pozwola warn namacalnie poeksperymentowac z krzywizna. 
Aby je otrzymac bezplatnie, nalezy przyslac do mnie pusta dyskietke 3.5". Jedynym 
warunkiem, jaki musisz spelnic, by w pelni legalnie korzystac z tych programow jest 
przeslanie na moj adres ladnej pocztowki. Zerknij do pliku czytaj .to! przed uzyciem. 

2. CO WARTO CZYTAC? 

Co na pewno warto poczytac? 



Pierwsza wersja tej ksiazeczki powstala jako przewodnik po warsztatach o krzywiznie, ktore autor prowadzil na 
obozie stypendystow Krajowego Funduszu na rzeez Dzicci w Jadwisinie 12-24 kwietnia 1997. Adres do korespon- 
dencji: ul. Sliczna 49/12 50-566 Wroclaw. E-mail:psnia®math.uni . wroc .pi. 

1 Lewis Carroll, Alicja w krainie czarow. 
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• H. Abelson, A. A. diSessa, Geometria zolwia. Bardzo dobra ksiqzka, wbrew pozorom nie 
informatyczna, ale wlasnie matematyczna. Siegnijcie po niq koniecznie! 

• W. Krysicki, H. Pisarewska, T. Swiatkowski, Z geometria za pan brat. 

• M. Kordos, Pole trojkata sferycznego i wzor Eulera. Delta 5/1996. 

• M. Kordos, O roznych geometriach. 

• Feynmana wyklady z fizyki, torn II czesc 2, rozdzial 42. Ten rozdzial jest o przestrzeni 
zakrzywionej, ale warto czytac tez inne rozdzialy. Jest to przepiekna ksiqzka. 

• Matematyka wspolczesna, dwanascie esejow. red. L. A. Steen, esej Rogera Penrose'a. 

• G. Gamow, Mister Tompkins w krainie czarow. Wspaniala basri. 

• H. M. S. Coxeter, Geometria dawna i nowa. Polecam kazdemu geometrze, choc akurat malo 
jest w niej mowy o tym, czym tu sie zajmujemy 

• S. Kulczycki, Geometria nieeuklidesowa. 

• D. Hilbcrt, S. Cohn-Vossen, Geometria pogladowa. 

Ponizsze pozycje sa malo ciekawe, ale jest w nich troche wzorkow trygonometrii sferycznej. 

• Encyklopednia szkolna, Matematyka, s. 290-291. 

• red. I. Dziubiriski, T. Swiatkowski, Poradnik matematyczny, PWN, rozdzial V.2 

• Poradnik inzyniera - Matematyka, rozdzial 2. 
A jesli jestes juz koneserem... 

• B. Schutz, Wstep do ogolnej teorii wzglgdnosci. Wbrew temu, co mowi tytul (a moze zgodnie 
z tytulem?), jest to wspanialy, prosty podrecznik geometrii rozniczkowej. 

• Gallot, Riemannian geometry. Piekne, ale po angielsku. 

• L. Landau, E. Lifszic, Teoria pola, rozdzialy 10 i 11. Na poczqtek lepiej poczytac Schutza. 

• K. Maurin, Analiza torn II. Uwaga! Ta ksiqzka nie jest podrecznikiem. Wielu ludzi, ktorzy tak 
probowali jq czytac: grzecznie, strona po stronie, zwqtpilo w swoje sihj i wpadlo w kompleksy. 
Ale chyba warto zobaczyc np. jak Maurin na kilka sposobow definiuje wektory. 

• Prawie dowolna ksiazka z geometriq rozniczkowq w tytule. 

3. Krzywa na plaszczyznie. 

Popatrz na rozne krzywe na plaszczyznie. Na przyklad na prosta. Chyba wszyscy sie zgodzimy, 
ze jest ona prosta i nie jest wcale skrzywiona. 

A okrag? Tak, okrag na pewno jest skrzywiony. Im wiekszy okrqg, tym bardziej staje sie 
podobny do prostej i tym mniej jest skrzywiony, a im mniejszy-tym bardziej. 

Majac juz teraz jakies intuicje czym krzywizna jest, zdefiniujemy krzywizne okr^gu po 
prostu jako odwrotnosc jego promienia (a jaka jest krzywizna prostej?). 

A co z krzywiznq bardziej skomplikowanych krzywych? Jedno widac na pierwszy rzut oka: 
mianowicie krzywizna zazwyczaj nie bedzie stalq wielkoscia na calej dlugosci krzywej, ale bedzie 
zmieniac sie od punktu do punktu. 

Tak wiec, aby zmierzyc krzywizne jakiejs krzywej w pewnym punkcie, sprobujmy jak naj- 
dokladnicj przyblizyc ja_ w tym punkcie przy pomocy okregu. Krzywizne krzywej przyjmiemy za 
rownq krzywiznie tego okregu. Ale co to wlasciwie znaczy: jak najdokladniej przyblizyc krzywa^ 
przy pomocy okrc-gu? 

Ja proponuje taka, metode: wybieramy sobie dwa punkty krzywej bardzo bliskie punk- 
towi, w ktorym chcemy liczyc krzywizne. W kazdym z tych dwoch punktow ry- 
sujemy prosta normalna do krzywej (normalna to prosta prostopadla do stycznej). 
Punkt przeciecia normalnych powinien bye juz bardzo blisko od srodka poszukiwanego 
okregu. 

Jeszcze tylko drobny problem techniczny. Mianowicie powinnismy tak otrzymany promien krzywizny i 
krzywizne opatrywac znakiem plus lub minus zaleznie od tego, w ktora strone wygieta jest nasza krzywa. 

3.1. Krzywizna paraboli i elipsy. Jaka jest krzywizna paraboli y = ax 2 mierzona w punkcie 
(0, 0)? Jaka jest krzywizna elipsy o dlugicj polosi a i odlcglosci ognisk 26 mierzona w wierzcholkach? 

3.2. Calkowita krzywizna krzywej. Rozpatrzmy krzywa zamknieta^ ktora sklada sie z kilku 
lukow okregow tak dobranych, zeby nasza krzywa byla gladka, bez 'kantow'. Na kazdym luku 
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okregu krzywizna jest staia. Dla kazdego luku mnozymy jego dlugosc i jego krzywizne. Sume tych 
liczb nazywamy caikowita. krzywizna. krzywej. 

Jaka jest caikowita krzywizna okregu o promieniu r? Jaka jest caikowita krzywizna krzywej 
zamknietej bez petelki, z jedna. i z dwoma petelkami? Czy mozna uogolnic caikowita. krzywizne 
takze na inne krzywe, niz tylko na skladajqce sie z lukow okregow? 

3.3. Bardzo trudny problem. Mowimy, ze krzywa ma wierzchoiek w danym punkcic, jcsli 
krzywizna ma w tym punkcie lokalne maksimum lub minimum. Jasne jest, ze kazda krzywa 
zamknigta ma co najmniej dwa wierzchoiki. Pokaz (ale to naprawde trudne!), ze kazda zamknieta 
krzywa bez petelek ma co najmniej cztery wierzchoiki. 

4. GEOMETRIA ZEWNETRZNA, GEOMETRIA WEWNETRZNA. 

Nasza krzywa w poprzednim rozdziale lezala sobie na plaszczyznie. Jej krzywizna zalezala od 
tego, jak ktos ja. tarn polozyl. Ale czy ta krzywizna moglaby bye zmierzona przez jednowymi- 
arowego mieszkafica krzywej, ktory nic nie wie o niczym, co wystaje poza ta_ krzywa,? Oczywiscie 
nie! Po prostu mozemy paluchem pociqgnqc za ta, krzywq zmieniajac zupelnie jej ksztalt i w 
ogole nie zmieniajac np. dlugosci jednowymiarowych przedmiotow lez^cych na krzywej. Mozemy 
dowolnie zmieniac krzywizne, a mieszkaniec krzywej nic nie zauwazy! 

Dlatcgo nasza krzywizna jest obiektem nalezacym do geometrii zewnetrznej i nic nalcza.cym 
do geometrii wewnetrznej. Geometria zewnetrzna zajmuje sie obiektami, ktore zaleza 
od tego, w jaki sposob badany swiat (w tym wypadku nasza krzywa) jest zanurzony w 
przestrzeni o wiekszej liczbie wymiarow (w naszym przypadku byla to plaszczyzna). 

Natomiast geometria wewnetrzna zajmuje sie tylko tymi obiektami i wlasnosciami, 
ktore moga bye zbadane i zmierzone przez mieszkancow danego swiata. Oczywiscie 
takie wlasnosci nie zaleza. od sposobu, w jaki dany swiat jest zanurzony w przestrzeni o wiekszej 
liczbie wymiarow. 

Danym swiatem moze bye na przyklad krzywa, ktora moze bye roznie polozona na plaszczyznie 
albo kartka papieru, ktora moze bye albo plasko rozlozona albo zwinigta w kawalek bocznej 
powierzehni walca. Rozne sposoby zanurzenia nie zmieniaja, oczywiscie wewnetrznej geometrii. 

Poniewaz kazda krzywa wygl^da dla jej mieszkafica tak samo jak kawalek prostej, wiec krzywa 
nie ma wewnetrznej krzywizny. Bgdzicmy wiec musieli wybrac sie na poszukiwanie krzywizny 
wewnetrznej w wyzsze wymiary... 

5. Geometria na sferze 

Chcemy uprawiac geometrie na sferze. Na plaszczyznie mielismy proste i odcinki, czyli na- 
jkrotsze krzywe l^cz^ce punkty na sferze takimi krzywymi sq okrggi, ale nie wszystkie. Tylko tc, 
ktore otrzymuje sie przecinajac sfere plaszczyzn^ przechodzaxa przez srodek sfery. Takie okregi 
nazywamy wielkimi kolami. O jakich slynnych wielkich kolach uczymy sie na lekcjach geografii? 
Umawiamy sie, ze duzymi literami bgdziemy oznaczac punkty, a malymi wielkic kola. 

Oczywiscie tak jak na plaszczyznie przez kazde dwa punkty mozna przeprowadzic prostq, tak 
przez kazde dwa punkty sfery mozna przeprowadzic wielkie kolo (czasami nawet na wiele 
roznych sposobow! kiedy?). 

O ile jednak na plaszczyznie istnieja. proste, ktore sie nie przecinaja. (czyli s§, rownolegle), to na 
sferze przecinaja sie kazde dwa wielkie kola (i to w dwoch punktach!). 

Na sferze mozemy mierzyc odleglosci roznych punktow od siebie. Umawiamy sie, ze liczymy 
odlcglosc chodzqc po powierzehni sfery (tak jak ludzie mierzq odleglosci na powierzehni Ziemi), a 
nie na skroty (jak to robia^ krety). 

Z mierzeniem katow miedzy kolami wielkimi nic ma chyba problemow. 

Aha, i jeszcze male zalozenie, ktore troche nam uprosci rachunki: powiedzmy, ze nasza sfera 
ma promich dlugosci 1. 

Zauwaz, ze wyzej rozwazane pojecia (wielkie kolo, odleglosc dwoch punktow, kat 
pomiedzy wielkimi kolami) naleza do geometrii wewnetrznej sfery. 
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5.1. Co to jest punkt? Jak mierzyc odleglosc punktow? Co to jest punkt? To nie 
jest trudne pytanie: po wprowadzeniu ukladu wspolrzednych w ten sposob, by poczatek ukladu 
wspolrzednych byl srodkiem sfery, mozemy myslec o punktach sfery jako o trojkach liczb (x, y, z) 
takich, ze x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

Mamy dane dwa punkty lezace na sferze: P = (xi,yi, zi) i Q = (x2, y 2 , z 2)- Jaka jest ich 
odleglosc? Zauwazmy, ze odleglosc dwoch punktow sfery jest rowna katowi jaki tworza te punkty 
ze srodkiem sfery. Z wlasnosci iloczynu skalarnego mamy 

OP ■ OQ= cos ZPOQ \OP\ I OQ | 
Tak wiec oznaczajac odleglosc naszych punktow przez I, mamy 

cos^ =OP • OQ— xix 2 + ?/i2/2 + Z1Z2 

5.2. Co to jest wielkie kolo? Kazde wielkie kolo jest wyznaczone przez plaszczyzne, ktora przez 
nie przechodzi. Ogolne rownanie plaszczyzny lezacej w przestrzeni i przechodzacej przez srodek 
ukladu wspolrzednych to ax + by + cz = 0, gdzie a, 6, c sq dowolnymi liczbami (za wyjatkiem 
przypadku, gdy a, 6, c sa wszystkie rowne 0). Oczywiscie jesli wszystkie trzy wspolczynniki 
przemnozymy przez ten sam czynnik, otrzymamy to samo wielkie kolo, dla uproszczenia wiec 
mozemy przemnozyc je tak, zeby a 2 + b 2 + c 2 = 1. 

Tak wiec mozemy myslec o wielkim kole jako o trojce liczb (a, 6, c) takiej, ze a 2 + b 2 + c 2 = 1. 
Przy okazji widac, w jaki sposob mozna latwo sprawdzic, czy prosta (a, b, c) przechodzi przez 
punkt (x, y, z): jest tak wtedy, gdy ax + by + cz = 0. 

5.3. Dualnosc. Rozpatrzmy trqjke liczb (a, b, c), a 2 + b 2 +c 2 = 1. Mozemy te trojke interpretowac 
jako wspolrzedne pewnego punktu sfery P lub jako wspolczynniki wyznaczajace pewne wielkie kolo 
p. Jaka relacja zachodzi pomiedzy tak wyznaczonymi punktem i wielkim kolem? 

To proste: dla dowolnego punktu Q = (x,y,z) lezacego na wielkim kole p iloczyn skalarny 

wektorow OQ i OP jest rowny ax + by + cz = i te wektory sa prostopadle. Zatem prosta OP 
jest prostopadla do plaszczyzny wielkiego kola p. 

Wprowadzimy przeksztalcenie zwane dualnoscia: po prostu punkt o wspolrzednych (x,y,z) 
zastapimy wielkim kolem (x,y,z), a wielkie kolo (a, 6, c) zastapimy punktem o wspolrzednych 
(a, 6, c). Punkty przechodza w wielkie kola, a wielkie kola w punkty. 

Udowodnij, ze jesli punkt P lezy na kole s i w wyniku dualnosci punkt P przejdzie 
w kolo p, a kolo s w punkt S, to rowniez punkt S lezy na kole p. 

Udowodnij, ze jesli w wyniku dualnosci punkty P, Q przechodza w wielkie kola p, 
q, to odleglosc PQ jest rowna jednemu z dwoch katow, jaki tworza przecinajace sie 
wielkie kola p, q. 

Dzieki dualnosci mozemy latwo obliczyc kat a, jaki tworza przecinajace sie wielkie kola 
(oi,6i,ci) i (<i2,&2,C2). Wiemy, ze ten ka t jest rowny odleglosci punktow (oi,6i,ci) i (02,62^2), 
a te odleglosc mierzylismy w rozdziale 5T przy pomocy iloczynu skalarnego: cos a — a\a 2 + b\b 2 + 



CiC 2 . 

Dualnosc przeprowadza wierzcholki trojkata pewne wielkie kola, a boki w pewne punkty. Te 
wielkie kola i punkty tworza trojkat dualny do poczatkowego. Boki trojkata dualnego sa rowne 
katom przyleglym wyjsciowego trojkata (kat przylegly to 7r minus kat wewnetrzny) i 



na odwrot.r 

2 Ojej! A dlaczego boki trojkqta dualnego nie sq po prostu rowne kqtora wewnetrznym trojkata wyjsciowego 
i na odwrot? Definiuj^c dualnosc przeslizgne-lismy si§ nad dose waznymi technicznymi szczegolami. Po prostu 
jedno kolo wielkie moze bye opisane na dwa sposoby jako trojka liczb, np. jako (a, 6, c) lub jako (—a, —6, — c), a 
zatem przy dualizacji odpowiadajq mu dwa punkty. Zeby to odpowiedniosc by la wzajemnie jednoznaczna trzeba 
na wielkim kole namalowac strzalke (nazywamy to wyborem orientacji). Mozesz myslec o tym tak, ze na rowniku 
Ziemi zaznaczylismy jej kierunek rotacji. Kiedy zastanawiasz sie, ktory z bicgunow planety nalezy wybrac jako 
punkt dualny do wielkiego kola, powinienes zawsze wybrac biegun polnocny (Puchatek go znalazl!). Natomiast gdy 
rysujesz wielkie kolo dualne do jakiegos punktu, powinienes na nim jeszcze zaznzczyc strzalke. Znow masz dwie 
mozliwosci... Wybierz wiec taki kierunek rotacji, by wyjsciowy punkt byl biegunem polnocnym! 

Czy jeszcze pamietasz to zadanie: udowodnij, ze jesli w wyniku dualnosci punkty P, Q przechodza, w wielkie 
kola p, q, to odleglosc PQ jest rowna jednemu z dwoch katow, jaki tworzq przecinajqce sie wielkie kola p, q. 
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Dualnosc okazuje sie bye bardzo przydatnym narzedziem. Powiedzmy, ze umiemy udowodnic 
jakies twierdzenie zachodzace dla dowolnego trojkata sferycznego. Jesli zamienimy w tym twierdze- 
niu siowa punkt, wierzcholek, miara kqta na slowa wielkie kolo, bok, dlugosc boku i na odwrot, a 
dlugosci bokow a, 6, c i miary katow a, /?, 7 zastapimy przez tt — a, n — (3, tt — 7 i 7r — a, it — b, 
tt — c, to dostaniemy inne prawdziwe twierdzenie. Rozumiesz dlaczego tak jest? 

5.4. Suma katow w trojkacie. Czy suma katow w trojkacie jest rowna zawsze tt? Od czego to 
zalezy? Do tego problemu jeszcze wrocimy w rozdziale |^. 

5.5. Twierdzenie Pitagorasa. Rysujemy na sferze trojkat prostokatny ABC. Mozemy sobie 
tak wybrac uklad wspolrzednych w przestrzeni, zeby O-poczatek ukladu wspolrzednych pokrywal 
sie ze srodkiem sfery. Os x wybieramy tak, zeby przecinala sfere w punkcie C. Osi y i z wybieramy 
tak, zeby punkt A lezal na plaszczyznie wyznaczonej przez osi x i y, a punkt B lezai na plaszczyznie 
wyznaczonej przez osi x i z. 

Jakie wspoirzedne maja wierzcholki trojkata? Oczywiscie punkt C ma wspolrzedne [1,0,0]. 
Odleglosc punktu A od C, czyli kat ZAOC jest rowna b. Widac wiec, ze A = [cos b, sin b, 0]. 
Analogicznie dowodzi sie, ze B = [cos a, 0, sin a]. 

Iloczyn skalarny wektorow OA i OB jest rowny kosinusowi dlugosci boku c. Z drugiej jednak 
strony ten iloczyn jest rowny po prostu cos a cos 6. I tak otrzymujemy twierdznie Pitagorasa: 

cos c = cos a cos b 

Czy przypomina ono stare twierdzenie Pitagorasa dla plaszczyzny? 

5.6. Twierdzenie kosinusow (wzory al-Battaniego). Zapewne znasz twierdzenie kosinusow, 
czyli uogolnienie twierdzenia Pitagorasa na trojkaty niekoniecznie prostokatne. Sprobuj samodziel- 
nie odkryc, jak ono wyglada na sferze! 

5.7. Trygonometria. Rozpatrzmy trojkat prostokatny ABC, ZACB — Na plaszczyznie 
mielibysmy sin a = - oraz cos a = -. A jak jest na sferze? 

5.8. Twierdzenie sinusow. Udowodnij twierdzenie sinusow:w; trojkqcie sfery cznym o bokach a, 
b, c i kqtach a, (3, 7 zachodzi 

sin a sin (3 sin 7 
sin a sin b sin c 

Bardzo pomyslowy dowod znajduje sie w Podreczniku inzyniera, ale mozna tez skorzystac z 
trygonometrii. 

5.9. Obwod i pole kola. Wszyscy znamy wzory na pole kola i obwod okregu o danym promieniu. 
A jak wygladaja analogiczne wzory na sferze?^ 

5.10. Sfera o dowolnym promieniu. Wszystkie wzorki w tym rozdziale dotyczyly sfery o 
promieniu 1. Jak nalezy je zmodyfikowac, by dotyczyly sfery o dowolnym promieniu r? 



Teraz juz mozemy powiedziec, o ktory k^t chodzi. To tak samo, jak narysowanie strzalek na przecinaj acych sie 
prostych czyni z nich polproste, a kat miedzy polprostymi jest jednoznacznie okrcslony. 

Dobra, dobra, co to ma wspolnego z naszym trojkqtem? To proste, boki trojkata to kawalki wielkich kol. 
Koniecznie trzeba namalowac na kazdym strzatke. Radze zrobic ci to tak, by kazac jakiejs mroweczce obejsc twoj 
trojkat i kierunki strzalek na kazdym boku wybrac zgodnie z kierunkiem, w jakim szla po nim mrowka. Sprawdz, 
ze kqty miedzy tak zorientowanymi wielkimi kolami to dokladnie katy przylegle trojkata. 

3 Moze zcrkniesz na strone 90. ksiqzki Marka Kordosa, Wyklady z historii matematyki, na ktorej pokazany jest 
elementarny sposob na liczenie powierzehni sfery. Mozesz go potrzebowac! 
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5.11. Maly kawalek sfery to prawie plaszczyzna. Maly kawalek sfery jest bardzo 
podobny do plaszczyzny, zatem wszystkie wzory geometrii sferycznej powinny dla 
malych dlugosci odcinkow sprowadzic sie do zwyklych wzorow geometrii plaskiej. 

Sprawdz to: wez kilka wzorow trygonometrii sferycznej (np. udowodnione przez nas twierdzenie 
Pitagorasa dla sfery; inne wzorki mozesz znalezc w Encyklopedii Szkolnej, w Poradniku inzyniera 
i w Poradniku matematycznym) . Co sie z nimi dzieje, jesli zalozysz, ze rozmiar rozwazanego 
trojkata jest bardzo maly w porownaniu z promicnicm sfery? Pamietaj, ze dla malych katow a 
mamy sin a rs a — ^- i cos a ~ 1 ~ %- + §4 ■ Ostroznie! Maly trojkat ma male boki, ale calkiem 
duze katy. 

Zamiast zakladac, ze nasz trojkat jest maly mozesz zalozyc, ze sfera ma duzy promieh. 

Patrzac chocby na twierdzenie Pitagorasa widac, ze twierdzenia geometrii sferycznej wygladaja 
dose egzotycznie w porownaniu z ich klasycznymi odpowiednikami. Czasami nawet jedno twierdze- 
nie o zwyklym trojkacic ma kilka roznych odpowiednikow dla trojkata sferycznego. 

5.12. Sfera o nieskonczenie duzym promieniu to w granicy zwykla plaszczyzna. Czy mozna jakos 
wprowadzic dualnosc na plaszczyznie? Nie znam odpowiedzi i chetnie sie dowiem. 

5.13. Plaszczyzna rzutowa. Dchniujac dualnosc przeslizgnelismy sie nad dose waznymi tech- 
nicznymi szczegolami. Przeciez istnieja tak naprawde dwa punkty na sferze, ktore sa dualne do 
danego wielkiego kola. Te punkty sa do siebie antypodyczne, czyli leza symetrycznie wzgledem 
srodka sfery. Troche nie wiadomo, ktory wybrac... 

Innym rozwiazaniem tego problemu niz to z przypisu na stronie ^ jest uprawianie geometrii nie 
na sferze, a na plaszczyznie rzutowej. Po prostu umawiamy sie, ze kazde dwa antypodyczne punkty 
to jeden, ten sam punkt. Mozemy o tym myslec nastepujaco: mamy teraz tylko jednq polkule 
i jesli dochodzimy do jej brzegu i chcemy isc dalej, natychmiast przechodzimy na antypodyczny 
punkt. 

Sprawdz, ze plaszczyzna rzutowa, podobnie jak wstega Mobiusa jest nieorientowalna. 

Mozna tez umowic sie, ze nie bedc|, nas interesowac odleglosci punktow ani miary katow. No to 
niby czym bgdziemy si$ zajmowac? Nie jest az tak zle, przy takich ograniczeniach mozemy ciagle 
powiedziec na przyklad, ze punkt P lezy na wielkim kole q (zamiast wielkic kolo mowi sie tez 
prosta), albo ze dane trzy punkty sa wspolliniowe, lub ze trzy proste majq punkt wspolny. Dzial 
matcmatyki zajmujacy sie takimi problemami nazywa sie geometria rzutowa. Zawiera ona wiele 
zabawnych twierdzeh, chocby twierdzenie Pappusa albo Pascala. Polecam ksiazke Coxetera, bo z 
krzywizna geometria rzutowa nie ma zbyt duzo wspolnego i nie bede sie nia tu zajmowac. 

5.14. Sprobuj udowodnic jakies wzory trygonomerii sferycznej, np wzor na pole trojkata sfer- 
ycznego prostokatnego o znanych przyprostokatnych, albo pole dowolnego trojkata sferycznego 
przez jego dwa boki i kat albo sferyczny odpowiednik wzoru Herona: wyraz pole trojkata sfer- 
ycznego przez jego boki. Tyle znasz wzorow dla trojkata na plaszczyznie... Znajdz ich odpowied- 
niki! Udowodnij wzory Cagnoliego i Lhuiliera (a co to jest?). 

Czy dwusieczne trojkata sferycznego sie przecinaja? A symetralne? Srodkowe? Wysokosci? 
Czy potrafisz znalezc sferyczne odpowiedniki twierdzenia Menelausa i Cevy? 
Tyle twierdzeh, tyle roboty przed tobaj 

5.15. Mapy. Mapa-to odwzorowanie z kawalka sfery na plaszczyzne. To odwzorowanie nie moze 
bye byle jakie. Kazdy, kto widzial, jakie patologiczne funkeje potrafia wymyslac matematycy wie, 
ze przydaloby sie zalozyc, ze to odwzorowanie jest ciagle. Ponadto, zeby na mapie nic sie nie 
sklejalo, lepiej zalozyc, ze nasze odwzorowanie jest roznowartosciowe. 

Mapy sfery mozna robic na rozne sposoby. Jednym z najladniejszych jest rzut stereograficzny: 
sfere klasziesz na stole na biegunie poludniowym. Kazdemu^ punktowi P sfery przypisuje punkt 
P' , punkt przeciecia prostej NP (N—to biegun polnocny) ze stolcm. To odwzorowanie przcksztalca 
wiclkie kola w okregi i proste na stole oraz zachowuje katy. Jak sie o tym przekonac? Powiem 
tylko, ze na rzut stereograhczny jest inwersja wzgledem pewnej sfery o srodku N. Teraz wystarczy 
znac elementarne wlasnosci inwersji... 



4 Naprawd§ kazdemu? 
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Inne ciekawa mapa: sfere kiasziesz na stole na biegunie poludniowym. Prawie kazdemu^] punk- 
towi P sfery przypisuje punkt P', punkt przeciecia prostej OP (O-to srodek sfery) ze stolem. 
Niestety, ta mapa nie zachowuje katow, ale za to wielkie kola przeksztalca na proste. 

Bardzo lubie tez inna mape, ktora z kolei zachowuje pole powierzchni figur, a otrzymuje sie jq, 
rzutujac sfere na powierzchnie walca. 

Udowodnij, ze nie istnieje mapa (kawalka) sfery, ktora zachowywalaby dlugosci krzywych. 

Udowodnij, ze mapa dowolnej powierzchni dwuwymiarowej , ktora zachowuje katy i powierzchnie 
musi tez zachowywac dlugosci krzywych. 

6. Plaszczyzna hiperboliczna. 

Mozesz sprawdzic, ze jaki bys nie wzial promieh sfery, zawsze gestosc krzywizny bedzie dodat- 
nia|^]. A szkoda, bo chetnie mialoby sie pod reka jakis prosty swiat o ujemnej krzywiznie. Co to 
znaczy prosty? To jasne: izotropowy, czyli w kazdym miejscu wygladajacy tak samo! Zgodzicie 
sie, ze filizanka w przeciwiehstwie do sfery ma skomplikowana geometrie wlasnie przez to, ze rozne 
miejsca wygladaja roznie. 

Aby skonstruowac taki swiat o ujemnej krzywiznie, przypomnijmy sobie, jak zrobiona jest sfera. 
W przestrzeni trqjwymiarowej zadany jest iloczyn skalarny: (x\, yx,z\)- {x2, 2/2, ^i) = a;i^2+2/i2/2 + 
Z1Z2 dla dowolnych wektorow (xi, yi,Zi) i (x2, 2/2, ^2). Jesli mamy uklad wspolrzednych, to mozemy 
wedlug tego samego przepisu obliczac iloczyn skalarny nie tylko wektorow, ale i punktow. Sfera 

jednostkowa to po prostu zbior takich punktow P, ze OP ■ OP= P ■ P = 1 (przez O oznaczylem 
srodek ukladu wspolrzednych). 

Tym razem wezmy nieco inny iloczyn skalarny: (xi,yi, z\) ■ [x%, y%, z^) = X1X2 + y\Vi ~ z\Z2- 

Roznica jest malehka. Zobacz jednak, jak dziwnie wyglada teraz sfera, zbior takich P, ze OP 

■ OP= P ■ P = — 1. To hiperboloida paraboliczna, a my bedziemy ja nazywac plaszczyzna 
hipcrbolicznq. 

Najpierw zobaczmy, jak wygladaja izometrie, czyli takie przeksztalcenia przestrzeni, ktore nie 
zmicniaja iloczynu skalarnego. Kiedys (dla przestrzeni ze zwyklym iloczynem skalarnym) byly 
to zwykle obroty, np. (x,y,z) 1 — ► (1 cos a + 2/sina,ycosa — zsina, z) i takie przeksztalcnia sa 
rowniez izometriami plaszczyzny hiperbolicznej. 

Sprawdz, ze jedna z izometrii dla nowego iloczynu skalarnego jest (x, y, z) 1 — ► (xcoshi + 
z sinh t, y, z cosh t + x sinh t) , gdzie cosh t — — . sinh t — ^—^ — . Jak wyglada zlozenie takich 
dwoch przeksztalceh? Czy tez jest tej postaci? 

Zwykla sfera wyglada w kazdym miejscu tak samo, to znaczy sfere mozna tak izometrycznie 
przeksztalcic na sfere, by dowolny punkt sfery przeksztalcic na dowolny inny. Te sama wlasnosc 
ma np. powierzchnia nieskohczoncgo walca. Na walcu kazdy punkt wyglada tak samo, ale nie 
kazdy kierunek wyglada tak samo, bo nie istnieje zbyt wiele izometrii powierzchni walca, ktore 
zachowywaly dany punkt. Powinnismy wiec zazadac, by w izotropowym (czyli jednorodnym) 
swiecie istniala izometria bedaca obrotem wokol wybranego punktu o dowolny kat oraz izometria 
przeksztalcajaca dowolny punkt w dowolny inny. Radze ci sprawdzic, ze plaszczyzna hiperboliczna 
spelnia te wymagania. 

Zastanow sie, czym sa odpowiedniki prostych lub wielkich kol na plaszczyznie hiperbolicznej. 

Zauwaz, ze nasz nowy iloczyn skalarny nie jest dodatnio okreslony, to znaczy czasami P ■ P < 0. 
To smutne, bo to oznacza, ze nie bardzo wiadomo, co to znaczy | P \= V P ■ P. Ale jesli wezmiemy 
jakis wektor styczny do naszej dziwacznej sfery (powiedzmy, jest to wektor zaczepiony w punkcie 
(0,0,1), jest on styczny, wiec jest postaci v = (a, 6,0)), to latwo sprawdzic, ze wszystko jest w 
porzadku, bo v ■ v — a 2 + b 2 > 0, zatem iloczyn iloczyn skalarny jest dodatni. 

Na sferze odleglosc I punktu P od Q spelnia zaleznosc cos I =OP ■ OQ. Bardzo podobnie jest 

na plaszczyznie hiperbolicznej: cosh? —OP ■ OQ. 



5 Co to znaczy? 

6 Przepraszam, co to jest krzywizna? Ach racja, opowiem o tym w nastepnych rozdzialach. 
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Czy pamietasz, jak robilismy mapy sfery? Zrob dokladnie tak samo mapy plaszczyzny hiper- 
bolicznej. Mapa analogiczna do rzutu stereograficznego nazywana jest modelem Poincarego 
plaszczyzny hiperbolicznej, a analogiczna do tej drugiej to model Kleina. Pokaz, ze w modclu 
Poincarego proste przechodza na proste i okregi oraz ze model Poincarego zachowuje katy (znow 
musisz znalczc jakas inwersje, ale uwazaj! bo nie bedzie to zwykla inwersja), a takze ze w modclu 
Kleina proste przechodza na proste. 

6.1. Dualnosc? Hi, hi, hi, a co z dualnoscia? Przyznaje, ze nie wiem. 

6.2. Magiczna liczba sj — 1. Popatrz na wzory trygonometryczne na sferze i na plaszczyznie 
hiperbolicznej. Czy nie sa do siebie podobnc? Jak znajac wzor trygonometrii sferycznej odgadnac 
odpowiadajacy wzor na plaszczyznie hiperbolicznej? 

7. ROZNE SWIATY. 

Chcielibysmy zbadac geometrie wewnetrzna powicrzehni dwuwymiarowych (juz wiemy, ze ge- 
ometria wewnetrzna obiektow jednowymiarowych jest nieciekawa, a zakrzywione przestrzenie 
trojwymiarowe moga^ bye za trudne jak na pierwsze podejscie...) 

Typowymi przykladami takich powierzehni sa zwykla plaszczyzna, boczna powierzehnia walca, 
sfera, torus (czyli detka), powierzehnia filizanki, torus z dwiema dziurkami (ciasteczko z dwoma 
dziurkami),... 

Sa tez inne, troche nieoczekiwane przyklady. Moim ulubionym jest plaszczyzna zuczkowa. 
Wyobrazmy sobie plaszczyzne, na ktorej mieszka sobie zuk. Opowiada o tym Richard Feynmann 
w doskonalych Wykladach z fizyki w tomie II, czesci 2, rozdziale 42: na plaszczyznie tej w roznych 
miejscach bedzie wystepowala rozna temper atur a. Zakladamy, ze zarowno sam zuk, jak i prety 
miernicze, ktorymi bedzie sie on poslugiwal, sq zbudowane z substancji tym samym wspolczynniku 
rozszerzalnosci cieplnej. Jesli nasz zuk przeniesie pret mierniczy w celu wykonania pomiaru do 
dowolnego miejsca na plaszczyznie, pret natychmiat, na skutek rozszerzalnosci cieplnej, zmieni 
swojq dlugosc na takq, jaka odpowiada temperaturze w danym miejscu. W podobny sposob bedq 
sie zmienialy rozmiary kazdego obiektu-samego zuka, preta mierniczego, trojkqta czy czegokol- 
wiek innego-gdyz obiekt taki bedzie natychmiast zmienial swe rozmiary na skutek rozszerzalnosci 
cieplnej. Kazdy przedmiot bedzie dluzszy w miejscach gorqeych niz w miejscach zimnych, a wszys- 
tko bedzie mialo ten sam wspolczynnik rozszerzalnosci cieplnej. 

Mozcmy tcz wyobrazac sobie plaszcyzne zuczkowa troche inaczej: predkosc, z jaka moze sie 
poruszac zuk zalezy od miejsca, w ktorym sie znajduje. W zwiazku z tym znacznie naturalniejszym 
dla niego sposobem mierzenia roznych drog na plaszczyznie jest nie pomiar ich dlugosci, ale czasu, 
jaki zabiera zukowi ich pokonanie. 

Kolejny przyklad otrzymujmy tak: bierzemy jakas dwuwymiarowa powierzehnie, wycinamy 
jakis jej kawalck nozyczkami i w sprytny sposob sklejamy jej brzeg. W ten sposob powstajc znany 
wielu graczom komputerowym torus: dolny brzeg ekranu sklejony jest z gornym, a lewy z prawym. 
Podobnym przykladcm jest znana nam plaszczyzna rzutowa. 

8. Geometria wewnetrzna. 

Zastanowmy sie teraz jakie wielkosci potrafimy mierzyc korzystajac wylacznie ze srodkow, ja- 
kich dostarcza nam geometria wewnetrzna powierzehni dwuwymiarowych. 

Jesli interesuje nas geometria wewnetrzna jakiejs powierzehni, na pewno nic nie bedziemy mogli 
powiedziec o punktach, ktore do niej nie naleza. Podobnie nie jestesmy w stanie nic powiedziec o 
wektorach, ktore nie sa styczne do naszej powierzehni. 

Potrafimy zmierzyc dlugosc dowolnej krzywej zawartej w interesujacym nas swiecie. 
W szczegolnosci istnieje najkrotsza krzywa laczaca dwa wybrane punkty taka krzywa 
nazywamy geodezyjna. I tak, na zwyklej plaszczyznie geodezyjnymi sa proste, a na sferze 
wiclkic kola. 

Potrafimy tez zmierzyc kat, jaki tworza dwie przecinajace sie krzywe lub kat, jaki 
tworza dwa wektory zaczepione w tym samym punkcie. 
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A czy umiemy zmierzyc kat, jaki tworzy dwa wektory zaczepione w roznych punktach? 
Zobaczmy: jesli mamy dwa wektory zaczepione w roznych punktach na plaszcyznie, mozemy 
zwina_c placzyzne w trad)ke tak, zeby nic nie popsuc, nic nie zgia_c ani nie rozcia.gna_c. Oczywiscie 
mieszkahcy plaszczyzny nic nie zauwaza., a kat miedzy wektorami sie zmicni. Tak wiec kat 
pomiedzy dwoma wektorami zaczepionymi w roznych punktach nie nalezy do ge- 
ometrii wewnetrznej. 

Tak samo latwo jest sie przekonac, ze mozemy dodac dwa wektory, tylko wtedy, gdy sa 
zaczepione w tym samym punkcie. 

8.1. Ekwidystanty. Jesli mamy jakys krzywy, mozemy znalezc zbior punktow, ktore znajduja. 
sie w ustalonej odlglosci od tej krzywej. Zazwyczaj ten zbior jest tez jaka_s krzywa. i nazywamy ja_ 
ekwidystanty (czyli po polsku rownoodlgly). 

Na plaszczyznie ekwidystantqmi prostej sy proste do niej rownolegle, a na sferze ekwidystantami 
wielkiego kola — rownika' sy rownolezniki. 
Co jest ekwidystanty ekwidystanty? 
Co jest ekwidystanty punktu? 

Udowodnij, ze zawsze ekwidystanty danej krzywej tworzy ka.t prosty z geodezyjnymi 
prostopadlymi do tej krzywej. 

8.2. Udowodnij, ze na torusic (nawet troche pognicionym) istnieje co najmniej 5 geodezyjnych, 
ktore S8j, zamknietymi krzywymi. 

9. Krzywy swiat. 

9.1. Kat obrotu. Spacerujesz na plaszczyznie po brzegu wielokata. Swqj nos zawsze trzymasz 
w kierunku marszu, wiec w kazdym wierzcholku musisz sie nieco obrocic. Po powrocie do punktu 
startu twqj calkowity obrot, czyli suma ka_tow, o jakie sie obrociles wynosi 2tt. Na zakrzywionych 
powierzchniach zazwyczaj juz tak nie jest. 

9.2. Suma katow trojkata. Defekt. Wszyscy wiemy, ze na plaszczyznie suma katow trojka.ta 
jest rowna ir. Na zakrzywionych powierzchniach zazwyczaj juz tak nie jest, wiec wygodnie jest 
zdefiniowac sobie defekt trojkata jako sume jego katow odjac tt. 

Okazuje sie, ze defekt trojkata na sferze jest zawsze dodatni i rowny polu tego trojkata 
(przypominam, ze nasza sfera ma promieh 1). Bardzo ladnie jest to pokazane w artykule z Deity. 
Widac wiec, ze na sferze suma katow trojkata jest zawsze wieksza od n. 

9.3. Defekt wielokatow. Zastanow sie, jak zdefiniowac defekt dla innych wielokytow. Udowod- 
nij, ze defekt dowolnego wielokata na sferze o promieniu 1 jest zawsze dodatni i rowny 
polu tego wielokata. 

9.4. Przeniesienie rownolegle. Na plaszczyznie mamy dany pewien wektor zaczepiony w jakims 
punkcie i naszym celem jest przeniesienie go do jakiegos innego punktu. Nie jest to trudnc: 
rysujemy odcinek pomiedzy tymi dwoma punktami i w punkcie docelowym rysujemy wektor o tej 
samej dlugosci i tworzacy ten sam kat z odcinkiem, co nasz wyjsciowy wektor. 

Mozemy zrobic to samo w troche bardziej skomplikowany sposob: rysujemy lamana. laczaca, 
punkt poczytkowy i kohcowy i nasz wektor przesuwamy po kolei przez wszystkie odcinki lamanej . 
Te operacje nazywamy przesunieciem rownoleglym, przesunelismy rownolegle wektor 
wzdluz lamanej. 

Na zakrzywionej powicrzehni mozemy robic to samo, role odcinkow przejma. wtedy geodezyjne. 
Sprawdz, ze o ile na plaszczyznie wynik nie zalezal od tego, po jakiej lamanej przesuwalismy 
wektor, to na sferze juz tak nie jest. 

Te operacje nazywamy przeniesieniem rownoleglym, chociaz chocby na sferze jesli przeniesiemy 
jakis wektor gdzie indziej, zazwyczaj poczatkowy i kohcowy wektor nie sa, rownolegle! 
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9.5. Defekt, kat obrotu i przeniesienie rownolegle. Okazuje sie ze defekt, kat obrotu i prze- 
niesienie rownolegle sa_ bardzo ze soba. silnie zwiazane. Rozwazmy mianowicie pewien wielokat 
na zakrzywionej powierzchni. Obliczmy jego defekt. Przespacerujmy sie wzdluz jego calego ob- 
wodu i obliczmy calkowity kat obrotu odjac 2ir. Przesurimy jakis wektor wzdluz jego obwodu i 
zmicrzmy kat miedzy wyjsciowym i tak przesunietym wektorem. Udowodnij, ze te trzy liczby sa^ 
rowne. Jesli wiec bedziesz cos chcial udowodnic o defekcie, bye moze twqj dowod bedzie latwiejszy, 
jesli rownowaznie udowodnisz podobna wlasnosc przesuniecia rownoleglego lub calkowitego kata 
obrotu. 

Zauwaz, ze przesuniecie rownolegle, defekt i kat obrotu naleza. do geometrii wewnetrznej. 

9.6. Defekt jest addytywny. Wielkosc addytywna to taka wielkosc, ktora obliczona dla 'sumy' 
dwoch obiektow jest rowna sumie wielkosci obliczonych dla skladnikow, o ile tylko te skladniki sa 
'rozlaczne'. Pole powierzchni, objetosc, masa, ladunek elektryczny sa_ przykladami takich wielkosci. 

Udowodnij, ze defekt jest addytywny, czyli suma defektow dwoch wielokatow stykajacych 
sie tylko wzdluz bokow jest rowny defektowi wielokate bedacego suma tamtych. 

9.7. Krzywizna wewnetrzna. Widzimy, ze defekt ma wprost cudowne wlasnosci: na 
plaszczyznie jest stale rowny zero i ma niezerowe wartosci na sferze, zatem jest jakos zwiazany 
z tym, co intuicyjnie laczymy ze slowem 'krzywizna'. Ponadto defekt wielokata moze bye zmier- 
zony przez mieszkahcow danej powierzchni, zatem nalezy do geometrii wewnetrznej. Co wiecej, 
defekt jest addytywny, zatem duze obszary maja zazwyczaj wiekszy defekt, niz male, co zgadza 
sie z nasza^ intuicje),, ze efekty zwiqzane z krzywizna staja^ sie latwiej obserwowalne na duzych 
obszarach. Mozemy wiec pomyslec, ze defekt mierzy nam ile 'krzywizny' znajduje sie wewnqtrz 
badanego wielokata, tak jakby krzywizna byla rownie namacalna wielkoscia jak masa czy ladunek 
elektryczny. Dlatego tez zdefiniujmy calkowita krzywizne danego obszaru powierzchni jako 
jego defekt. 

Tak jak stosunek masy do objetosci jest nazywany gestoscia, a stosunek ladunku elektrycznego 
do objetosci gestoscia ladunku, tak tez stosunek defektu do pola powierzchni nazwijmy 
gestoscia krzywizny lub po prostu krzywizna (uwazaj, zeby nie pomylic pojecia calkowitej 
krzywizny jakiegos obszaru i krzywizny tzn. gestosci krzywizny!). Aby zmierzyc gestosc krzywizny 
powierzchni dwuwymiarowej w jakims punkcie, narysujemy maly wielokat zawieraj^cy nasz punkt. 
Obliczamy defekt wielokata i dzielimy przez jego pole. 

Wielka zaleta powyzszej definicji jest to, ze tak zdefiniowana krzywizna jest oczywiscie 
wlasnoscia wewnetrzn^ powerzehni. Problem polega na tym, ze korzystajac z nicj trudno jest za- 
zwyczaj porachowac krzywizne jakichs konkretnych powierzchni (sfera i plaszczyzna s^ wyjatkami- 
dla nich obliczenie krzywizny nie powinno bye zadnym problemem). To dlatego, ze geodezyjne sa 
opisywane przez dose paskudne rownania. 

9.8. Krzywizna konkretnych powierzchni. Oblicz gestosc krzywizny na plaszczyznie i na 
walcu. Oblicz gestosc krzywizny sfery o promieniu r i jej calkowita krzywizng. Oblicz gestosc 
krzywizny bocznej powierzchni stozka, 'torusa graczy komputerowych', plaszczyzny rzutowej, 
plaszczyzny hiperbolicznej. 

9.9. Udowodnij, ze jesli krzywizna jakiegos swiata wszedzic znika, to prostokat (czyli figura 
zlozona z czterech geodezyjnych, ma wszystkie katy proste) ma rowne przeciwlegle boki. 

Udowodnij, ze taki swiat jest lokalnie izometryczny z plaszczyzna. 

9.10. A jednak sie krzywi! Firma geodezyjna P.Swarthy and S.R.French wynajmuje do prac 
nad swoimi mapami stypendystow Funduszu, ktorzy nigdy nie slyszeli o tym, ze Ziemia nie jest 
plaska. 

Oszacuj, jakiej wielkosci deformacje beda zawierac mapy obszarow o wielkosci: 10 km, lOOfcm, 
lOOOfcm, 10000 km. 

Innymi slowy sprobuj narysowac na sferze cos, co przypomina prostokat i oszacuj na ile jego 
katy nie sa proste i na ile przeciwlgle boki nie sa rowne. 
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9.11. Spacery. Przespaceruj sie jakos po plaszczyznie tak, zeby dokladnie wrocic do punku startu 
i jeszcze zeby bye miec nos skierowany tak, jak na poczatku. 

A teraz przenies sie na sfere i wykonuj tyle samo krokow i te same obroty. Tym razem jednak 
prawie na pewno nie wrociles do punktu wyjscia. I nos jest troche obrocony... Mozemy oczekiwac, 
ze im krotsze kroki bedziesz robic, tym te efekty beda^ mniejsze. 

Sprobuj zbadac to trochg dokladniej: jak (w przyblizeniu) odlcglosc pocz^tkowego i kohcowego 
polozenia zalezy od dlugosci kroku? Jak od dlugosci kroku zalezy kat, o jaki obraca sie nasz nos? 

Wskazowka: wybierz sobie jakis konkretny, latwy do obliczen ksztatt spaceru. Najlatwiejsze 
rachunki otrzymuje sie, jesli spacer ma ksztalt okregu lub prostokata. 

Czy umiesz przeliczyc to samo (oczywiscie w przyblizeniu) na jakichs innych zakrzywionych 
swiatach? 

9.12. Udowodnij , ze jesli defekt jest proporcjonalny do pola, to nasz swiat jest lokalnie izome- 
tryczny z plaszczyzna^ sfera^ lub plaszczyznq hiperboliczna.. 



Rozwazmy jaka^s krzywa^ lezqca^ na naszej powierzehni. Jak zmierzyc promien krzywizny w 
jakims punkcie? 

Popatrzmy na kilka przykladow. Na bocznej powierzehni walca narysujmy okra_g przecinaja_c 
walec plaszczyzna^ prostopadla^ do jego osi. Promien tego okregu jest rowny promieniowi walca. Ale 
to wcale nie jest promien krzywizny tego okregu zmierzony przez mieszkahca powierzehni walca! 
Przcciez dla niego ten okrqg jest prosta^ zatem wyznaczy on krzywizne tego okregu jako rowna^ 
zeru. Widac wiec, ze chcac zdefiniowac promien krzywizny krzywej lez^cej na pewnej powierzehni 
tak, by ten promien mogl bye wyznaczony przez geometrie wewnctrzna^ musimy bye ostrozni. 

Ja proponuje nastepuja^ca. metode mierzenia promienia krzywizny: jesli mamy jakqs krzywa, i 
punkt, w ktorym interesuje nas promien krzywizny, przespaceruj my sie wzdluz krotkiego kawalka 
krzywej otaczajqeego wybrany przez nas punkt. Po spacerze mierzymy dlugosc drogi, po jakiej 
poruszala sie nasza lewa (oznaczmy ta, droge przez V) i prawa stopa (oznaczmy ta, droge przez p). 
Jesli rozstaw stop jest rowny d, to promien krzywizny jest rowny R = j^t. 

Proponuje, zebys sprawdzil, czy ta definicja daje na plaszczyznie dobre wyniki. 

Innym dobrym cwiczenicm bedzie sprawdzenie, jak dziala nasza definicja na sferze. Rozwaz 
okrgg o promieniu a (promien zostal zmierzony przez mieszkaricow sfery). Oblicz promien krzy- 
wizny tego okregu. 

Udowodnij wazna. wlasnosc geodezyjnej, ze mianowicie jej krzywizna jest rowna 0. 



11.1. Dlaczego idac prosto idziemy tak krzywo? Rozkaz zukowi isc prosto! Dran nie chce. 
To proste: zuk zawsze skreca, gdy jego lewe nogi sa. na obszarze, w ktorym mogq rozwinqc inna, 
predkosc, niz prawe nogi. 

Napisz rownanie opisujqce zmiane wektora predkosci zuka w czasie. Q Wynik zapisz w postaci: 



gdzie v l dla i € {1, 2} to skladowe wektora v, w sumach wskazniki j, k przebiegaja, zbior indeksuja^cy 
wspolrzedne {1, 2}. T powinny bye tylko funkejami zaleznymi od funkeji opisuja^cej szybkosc zolwia 
i jej pochodnych. Fachowcy nazywaja. T symbolami Christofela. 

Rozwaz plaszczyzne zuczkowa^ na ktorej predkosc zuczka zalezy tylko od jednej wspolrzednej . 
Napisz rownanie, jakie spelnia geodezyjna. Jesli zamiast robaczka wezmiemy swiatlo, powinienes 
uzyskac prawo Snella znane ci z fizyki, a mowi^ce o stosunku sinusow ka.ta padania i zalamania 
swiatla na granicy osrodkow. 

7 Zauwaz, ze sq dwa powody, dla ktorych wektor predkosci mialby sie zmienic: zuk wlazi na obszar, gdzie moze 
szybciej lub wolniej biec wiec wektor predkosci sie wydluza lub skraca oraz zuk, a z nim i wektor predkosci, skreca 
z powodu innej predkosci lewych i prawych nog. 



10. Promien krzywizny krzywej lezacej na powierzchni. 



11. Plaszczyzna zuczkowa 
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11.2. Jak milo jest bye zukiem. Istnicje piekne twierdzenie mowiyce o tym, ze kazdy swiat 
(dokladnicj: kazda rozmaitosc dwuwymiarowa) jest lokalnie izometryczny z pewny plaszczyzny 
zuczkowy (czyli wokol kazdego punktu mozna wyciyc kawalek rozmaitosci tak, by by! konforemnie 
izometryczny z plaszczyzny). Nic dziwnego, ze zuki (dokladniej: owady) osiygnely taki sukces 
ewolucyjny. 

12. Charakterystyka Eulera-Poincarego. Wzor Gaussa-Boneta. 

Rozpatrzmy dowolna dwuwymiarowa powierzehnie bez brzegu, na przyklad sfere, torus, 
plaszyzng rzutowy, torus z kilkoma uszami... Dziclimy naszy powierzehnie w dowolny sposob 
na S wielokytow, ktorych bokami sy geodezyjne. Przez K oznaczmy ilosc wszystkich krawedzi, 
a przez W ilosc wszystkich wierzcholkow. Krzywizna calkowita naszej powierzehni to po prostu 
suma defektow wszystkich wielokytow. Defekt n— kyta jest rowny z definicji sumie jego kytow 
wewnetrznych odjyc (n — 2)tt = nir — 2ir. Suma wszystkich kytow wychodz^cych z danego wierz- 
cholka jest rowna 2tt, zatem suma katow wewnetrznych wszystkich wiclokqtow jest rowna 2ttK. 
Suma liczby bokow wszystkich wielok^tow jest rowna 2K, gdyz kazda krawedz nalezy do dwoch 
wiclokqtow. Widac wiec, ze suma defektow wszystkich wielokatow jest rowna 2tt(W — K + S). 

Te wielkosc, W — K + S oznaczamy tradycyjnie liters greck^ \ (chi) i nazywamy charak- 
terystyka Eulera Poincarego. Tak wiec nasz rezultat mozemy zapisac w postaci 

krzywizna calkowita = 2-k\. 

Jest to slynny wzor Gaussa-Boneta. 

Udowodnij, ze charakterystyka Eulera nie zalezy od sposobu, w jaki podziclilismy na poczatku 
nasza. powierzehnie na wielokaty. 

Oblicz charakterystyke Eulera sfery, torusa, torusa z dwoma uchami, plaszczyzny rzutowej. 

Udowodnij , ze jesli lekko zmodyfikujemy jaka.s powierzehnie (wgniatanie jakiejs czesci paluchem 
itp.) to nie zmieni to jej calkowitej krzywizny. 

13. Co by BYLO... 

Co by bylo, gdyby Ziemia nie spoczywala na grzbietach czterech zolwi, ale byla nieskohczona, 
plaszczyzny, plaszczyzny hipcrboliczna, lub (o zgrozo!) sfery? Rozwaz ekonomiczne, polityczne, 
historyczne nastepstwa. 

Co by bylo, gdyby Wszechswiat mial ksztalt nieskonczonej plaskicj przestrzeni, przestrzeni 
hipcrbolicznej lub trojwymiarowej sfery? Jak wyglydalyby prawa fiyzki: prawo Coulomba, prawo 
ciyzenia... 

Zcrknij do ksiazeczki Gamowa. On tez sie nad tym zastanawia. Czy zgadzasz sie z wszystkimi 
jego wnioskami? 

14. POWIERZCHNIE ZAWARTE W PRZESTRZENI TROJWYMIAROWEJ 

14.1. Geodezyjna i przeniesienie na powierzehniach zanurzonych w przestrzeni 
trojwymiarowej. Rozwazmy powierzehnie zanurzony w przestrzeni trojwmiarowej . Narysujmy 
na niej jakys geodezyjny i pozaznaczajmy w kazdym jej punkcie wektor styczny do geodezyjnej. 
Oczywiscie te wektory nie muszy bye rownolegle do siebie; przebiegajyc geodezyjny wektor styczny 
bedzie sie jakos obracal. Okazuje sie, ze pochodna z wektora stycznego (czyli po prostu 
wektor, w kierunku ktorego obraca sie wektor styczny) jest prostopadly do naszej 
powierzehni. Sprawdz, ze istotnie jest tak na sferze i na bocznej powierzehni walca. Teraz 
udowodnimy to w ogolnym przypadku. 

Przypuscmy bowiem, ze tak nie jest, to znaczy pochodna z wektora stycznego ma skladowy 
rownolcgly do powierzehni. W takim razie pociygnijmy troszeczke srodkowy kawalek naszej 
geodezyjnej w kierunku wyznaczony przez ty skladowy. Otrzymamy w ten sposob krzywy 
nadal lezycy na naszej powierzehni, lyczycy te same punkty koncowe, ale krotszy od wyjsciowcj 
geodezyjnej (dlaczego? popatrz na krzywy lezycy na plaszczyznie i wykonaj dla niej te samy 
operacje). Otrzymalismy sprzecznosc. 
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Wiedzac to, udowodnij, ze jesli przenosimy rownolegle jakis wektor wzdluz 
geodezyjnej, zaznaczymy w kazdym punkcie geodezyjnej tak otrzymany wektor i 
bedziemy przebiegac cala geodezyjna i patrzec, jak obraca sie nasz wektor, to 
pochodna z tego wektora jest prostopadla do naszej powierzchni. 

14.2. Krzywizna zewnetrzna powierzchni. Rozwazmy jakas dwuwymiarowa powierzchnie za- 
warta w zwyklej przestrzeni trojwymiarowej . Oczywiscie krzywizna wewnetrzna nie opisuje w pelni 
sposobu, w jaki powierzchnia jest polozona w przestrzeni, podobnie jak geometria wewnetrzna 
krzywej lezacej na powierzchni nie opisuje jej promienia krzywizny. Chcemy wiec tak zdefmiowac 
krzywizne zewnetrzna powierzchni, by zawrzec w niej cala istotna informacje. Ale jak to zrobic? 

Na szczescie jestesmy prawdziwymi ekspertami od krzywizny krzywej lezacej na plaszczyznie. 
Gdybysmy tak problem wyznaczenia krzywizny powierzchni potrafili jakos sprowadzic do mierzenia 
krzywizny krzywych... 

Bedziemy przecinac nasza powierzchnie plaszczyzna przechodzaca przez wybrany punkt i 
prostopadla do powierzchni. Patrzac na plaszczyzne widzimy kawalek badanej powierzchni-krzywa 
bedaca czescia plaszczyzny i powierzchni. Krzywizne tej krzywej oczywiscie mozemy policzyc. W 
trakcie przekrecania plaszczyzny ta krzywizna bedzie sie zmieniac... 

Wygodnie bedzie wybrac taki uklad wspolrzednych, zeby nasz punkt znalazl sie w jego srodku 
O oraz zeby nasza powierzchnia byla styczna do plaszczyzny OXY . Powiedzmy, ze w tym ukladzic 
wspolrzednych nasza powierzchnia jest opisana rownaniem z — f(x,y). Zeby bylo jeszcze latwiej, 
niech f(x, y) — ax 2 + 2bxy + cy 2 |^|. 

Teraz bedziemy przecinac nasza powierzchnie plaszczyznami przechodzacymi przez punkt 

i prostopadlymi do plaszczyzny OXY. Na takiej plaszczyznie wygodnie jest miec uklad 
wspolrzednych. Jedna os juz mamy: jest niq os OZ. Jako druga os OT bierzemy prosta bedaca 
przecieciem naszej plaszczyzny i plaszczyzny OXY. Pomiedzy wspolrzednymi (x,y,z) i (t,z) 
punktu lezacego na naszej plaszcyznie jest prosty zwiazek: x — cos at, y = sin at, z — z (przez a 
oznaczylismy kat ZXOT). 

Patrzac na nasza plaszczyzne widzimy kawalek badanej powierzchni-krzywa bedaca czescia 
plaszczyzny i powierzchni. Rownanie tej krzywej to z(t) = /(cos at, sin at) = (acos 2 a + 
& sin a cos a + csin a)t 2 . Ci, ktorzy policzyli krzywizne paraboli wiedza, ze krzywizna naszej 
krzywej jest rowna 2(a cos 2 a + b sin a cos a + c sin 2 a). Krzywizna mierzona w pewnych kierunkach 
jest wieksza, w innych mniejsza. Udowodnij, ze kierunek, w ktorym krzywizna jest najwieksza, jest 
prostopadly do kierunku, w ktorym krzywizna jest najmnicjsza. Te kierunki nazywamy kierunk- 
ami glownymi. Krzywizny w kierunkach glownych nazywamy krzywiznami glownymi. 

Oblicz glowne krzywizny dla plaszczyzny, sfery, powierzchni bocznej walca. 

Oblicz glowne krzywizny dla rozwazanej powierzchni f(x,y) = ax 2 + bxy + cy 2 w punkcie 
(0,0,0). 

Udowodnij, ze znajac kierunki glowne i krzywizny glowne jestesmy w stanie obliczyc krzywizne 
w dowolnym kierunku. 

14.3. A gdzie ta prawdziwa krzywizna? A gdzie ta prawdziwa krzywizna? To zalezy, kto 
pyta. 

Badacza baniek mydlanych interesuje tzw. krzywizna srednia, czyli fc m m + k max (dlaczego?) 
A krzywizna wewnetrzna? Jak ja^ obliczyc z fc m in i k max ? To tajemnica, obliczymy to troche 
poznicj . 

14.4. Odwzorowanie Gaussa. Dwuwymiarowa powierzchnia zanurzona w przestrzeni 
trojwymiaroej ma dwie strony^J. Jesli rysujemy jednostkowy wektor normalny do naszej 
powierzchni, mozemy to zrobic na dwa sposoby, wybieramy wiec jedng, ze stron i w te strone 
bedziemy wybierac zwrot wektorow normalny ch. 

8 Jesli jestes pedantem, przelicz to w ogolnym przypadku zakladaj^c tylko, ze / jest dwukrotnie rozniczkowalna 

1 ze jej pierwsze pochodne znikajq w zerze. Dostaniesz to samo. 

9 A co sie dzieje, gdy nasza powierzchnia ma tylko jedna^ strone, podobnie jak wstega Mobiusa? Nie denerwujemy 
sie, poniewaz interesuje nas tylko lokalne wlasnosci powierzchni, mozemy nozyczkami wyci^c maly kawalek, ktory 
bedzie mial dwie strony. 
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Odwzorowanie Gaussa przyporzadkowuje punktom powierzchni punkty sfery w nastepujacy 
sposob: jesli mamy jakis punkt powierzchni, wyznaczamy wektor, ktory jest normalny do 
powierzchni w tym wlasnie punkcie. Nastepnie ten wektor przesuwamy tak, by jego punkt za- 
czepienia znalazl sie w srodku naszej sfery. Teraz koniec wektora wskazuje ten punkt sfery, o ktory 
nam chodzilo. 

Analogicznic mozemy odwzorowanie Gaussa tez zdefiniowac dla wektorow stycznych do naszej 
powierzchni tak, by w analogiczny sposob przypisywac im wektory styczne do sfery. Po prostu pa- 
trzymy na punkt zaczepienia wektora stycznego do naszej powierzchni, przeksztalcamy ten punkt 
zwyklym przcksztaicenicm Gaussa i tak dostajemy lezacy na sferze punkt zaczepienia nowego 
wektora. W nowym punkcie zaczepienia rysujemy wektor rownolegly do wyjsciowego-i juz! 

Rozwazmy dowolny obszar na naszej powierzchni, ktorego brzeg jest jakas krzywa^ Wezmy 
jakis wektor lezacy na tej krzywej. Wiemy, ze jesli przesuniemy go wzdluz tej krzywej, to kat, o 
jaki ten wektor sie obroci jest rowny defektowi naszego obszaru. 

Odwzorowanie Gaussa przeprowadza nasz obszar w jakis kawalek sfery, krzywa ograniczajaca 
nasz obszar zastaje przeprowadzona w krzywa ograniczajaca ten kawalek sfery. Rowniez wektory 
lezace wzdluz krzywej zostaja przeksztalcone na wektory zaczepione na sferze. 



Niezwykle jest to, ze zgodnie z tym, co pokazalismy w rozdziale 14.1, te wektory na sferze 
sa rowniez przenoszone rownolegle, zatem defekty obu obszarow sq, takie same. Innymi slowy: 
odwzorowanie Gaussa zachowuje krzywizne wewnetrzna. Poniewaz jednak na sferze defekt 
dowolnego obszaru jest rowny jego powierzchni, zatem odwzorowanie Gaussa przeprowadza 
dowolny obszar powierzchni w pewien obszar lezacy na sferze, ktorego pole jest rowne 
defektowi wyjsciowego obszaru. Zatem gestosc krzywizny danej powierzchni jest rowna 
czynnikowi, o jaki powieksza sie pole powierzchni przy odwzorowaniu Gaussa. 

14.5. Odwzorowanie Gaussa w dzialaniu. Rozpatrzmy ponownie powierzchnie z = ax 2 + 
2bxy + cy 2 . Latwo sprawdzic, ze wektorem normalnym do naszej powierzchni jest wektor 
(— 2ax — 2by, —2bx — 2cy, 1). Co prawda nie ma on zazwyczaj dlugosci 1, ale nie bedziemy sie 
tym przejmowac, bo dla otoczenia punktu (0, 0, 0) ta roznica nie jest istotnap^[ Ten wektor wyz- 
nacza nam odwzorowanie Gaussa. Mozemy o nim myslec jak o odwzorowaniu kawalka plaszczyzny 
(bo nasza powierzchnia z — f(x,y) lokalnie bardzo przypomina plaszczyzne z — 0) w kawalek 
plaszczyzny (bo sfera, na ktora przeprowadza nas Gauss, w okolicach punktu (1, 0, 0) wyglada jak 

plaszczyzna z — 1). Odwzorowanie to ma macierz ^ 2c ' ^Y 1111 ^ ° j aki powieksza 

sie pole powierzchni przy odwzorowaniu Gaussa, jest rowny wyznacznikowi tego przeksztalcenia, 
czyli 4(ac — b 2 ). 

Jesli porownasz ten wynik z wzorami na krzywizny glowne, ktore dostalismy w rozdziale 14.2, 
okaze sie, ze jest on rowny iloczynowi krzywizn glownych. 

Zatem krzywizna wewnetrzna dowolnej powierzchni zanurzonej w przestrzeni 
trojwymiarowej jest rowna iloczynowi krzywizn glownych. Ten wynik Gauss nazwal the- 
orema egregum, tak bardzo ucieszyl go ten wynik. Czy ciebie tez ucieszyl? 



15. Parkiety. 

Rysujemy parkiet. Najpierw musimy sie zdecydowac z czego bedziemy budowac nasz parkiet. 
Mozemy sie zdecydowac na dowolny n-kat: czworokat, pieciokat,... Na poczatek umowmy sie, ze 
bedzie to trojkat. Nastepnie musimy sie zdecydowac ile klepek parkietu ma sie stykac w kazdym 
wierzcholku. Zobaczmy kilka przykladow... 

...tu w kazdym wierzcholku styka sie piec klepek. No coz, nasz parkiet jest dose koslawy, ale 
przeciez nikt nie obiecywal, ze parkiet bedzie zrobiony z wielok^tow foremnych. 

...a tu w kazdym wierzcholku styka sie siedem klepek. 

Narysuj kilka trojkatnych parkietow w ktorych w kazdym wierzcholku stykaja sie: trzy, cztery, 
piec, szesc i siedem klepek. 



10 Oczywiscie mozna dalsze rachunki przeprowadzic dla tego wektora juz po przeskalowaniu go tak, by mial 
dlugosc 1, ale rachunki beda^ troche gorsze... Mozesz to sprawdzic. 
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Jak to sie dzieje, ze dla pewnych liczb klepek w wicrzcholku (6 i 7) mozna zbudowac parkiet z 
dowolnie wielka^ liczbq, klepek, a dla innych-nie? Co to ma wspolnego z charakterystyka Eulera? 

Popatrz na twoje parkiety jak na splaszczone i zdeformowane modele wieloscianow foremnych. 
W ten sposob istota zyjaca w dwuwymiarowym swiecie moglaby dokladnie policzyc ilosc wierz- 
cholkow, scian i krawedzi dla wszystkich wieloscianow foremnych. Zrob to i ty! Taka intcrprctacja 
parkietu zalamuje sic np. dla trojkatnego parkietu o szesciu (lub wiecej) klcpkach w wierzcholku. 
Jak wiec nalezy zinterpretowac taki parkiet? 

Parkiety moglyby pomoc istocie dwuwymiarowej w opisaniu wieloscianow foremnych. W jaki 
sposob my, istoty trojwymiarowe mozemy zabrac sie za czterowymiarowe wielosciany foremne? 
(zerknij do ksiazki Coxetera) 

Obejrzyj (ale gdzie?) piekne grafiki Eschera zatytulowane przez niego Krggi graniczne. Co 
maja one wspolnego z naszymi parkietami? 

15.1. W^drowki po parkietach. W pewnym szalonym miescie plan miasta wyglada dokladnie 
tak, jak jeden z naszych parkietow. Wybieramy sie na spacer. Na kazdym skrzyzowaniu zapisu- 
jemy, w ktora droge skrecilismy W ten sposob otrzymujemy pewien napis okreslajacy w pelni nasz 
spacer, np: 224356 oznacza, ze dwa razy skrecilismy w ulice druga z lewej, potem w czwarta... 
Moze wymyslisz jakis lepszy sposob? 

Wedrujac po miescie nie zawsze robimy to w sposob optymalny, tj. nie chodzimy najkrotsza 
mozliwa droga. Opisz, jak z tekstu opisujacego pewien spacer otrzymac tekst opisujacy najkrotszy 
mozliwy spacer miedzy tymi samymi dwoma punktami. Jak nie robiac rysunku udowodnisz, ze 
jest to naprawda najkrotszy taki spacer? 

Dwie osoby wybraly sie na przechadzke. Znasz napisy okreslajace ich spacery. Jak sprawdzisz, 
czy doszly one do tego samego miejsca? 

Pewna osoba wybrala sie na wedrowke po trasie, ktora okazala sie bye lamana^ zamknigt^. Jak 
zmierzyc pole zawarte wewnatrz tej lamanej, jesli znasz napis okreslajacy ten spacer? Przez pole 
powierzehni umawiamy sie rozumiec ilosc klepek parkietowych. 

15.2. Geometria na parkiecie. Wybierz sobie jakis parkiet. Policz ilosc skrzyzowah, do ktorych 
mozna dojsc w N krokach z ustalonego miejsca i zrob wykres. Czym roznia sie przypadki parkietu 
trojkatnego w ktorym w wierzcholkach styka sie piec, szesc i siedem klepek? 

Jak zalezy pole kola od promienia na sferze, plaszczyznie i na plaszczyznie hiperbolicznej? 

16. A CO JEST W WIEKSZYCH WYMIARACH? 

Nasze dotychczasowe rozwazania dotyzyly roznych dwuwymiarowych powierzehni. Ale 
oczywiscie nie ma powodu, by nie sprobowac tego samego z zakrzywionymi powicrzehniami 
trojwymiarowymi, czterowymiarowymi,... Czy cos sie zmieni, czy wszystko, co powiedzielismy 
pozostaje prawda? 

Pokaz, ze suma katow brylowych czworoscianu nie jest zawsze taka sama. A zatem nie mozna 
juz zdefiniowac jakiegos trojwymiarowego odpowiednika defektu. 

Udowodnij, ze charakterystyka Eulera dowolnej rozmaitosci trojwymiarowej bez brzegu rowna 
jest 0. Jak widzisz, nie jest latwo uogolnic wzor Gaussa-Bonneta na wyzsze wymiary (ale jest to 
mozliwe) . 

Osobiscie podejrzewam, ze zasadnicza roznica pomiedzy dwoma oraz trzema lub wiecej wymi- 
arami lezy w tym, ze na dwuwymiarowej plaszczyznie mozna dobrze zdefiniowac kat obrotu, a w 
wyzszych wymiarach nie (mowiac ezoterycznie: grupa obrotow plaszczyzny 5*0(2) jest przemni- 
enna, a 5*0(3) juz nie). 

Jesli chcesz wiedziec, jak mimo wszystko dac sobie rade w przestrzeni trojwymiarowej (marzy- 
cielu, obudz sie! przyszlo ci zyc wlasnie w takiej przestrzeni!) siegnij po ksiazke Feynmanna. 

17. Zrozumiec Einsteina. 
Nie mam sily. Poczytaj Feynmanna. Albo zapytaj mnie. 
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18. Odpowiedzi NA NIEKTORE ZADANIA. 
3.1 Rozwiqzanie Tomasza Elsnera. 

Parabola o rownaniu y = ax 2 to zbior punktow, ktorych odleglosc od prostej m o rownaniu 
y = —I jest rowna odleglosci od punktu P = (0, 1), gdzie a = jj (sprawdz!). 

Jesli Q jest punktem naszej paraboli, a R jest rzutem punktu P na prosta. m, to dwusieczna 
ka^ta Z-PQR jest stycznq, do paraboli wyznaczonq, w punkcie Q. Gdyby bowiem tak nie bylo, 
nasza dwusieczna przecinalaby parabole w jakims innym punkcie Q' , ktorego rzut na prostg, m. 
Trojkaty PQQ' i RQQ' sa. przystaj^ce, poniewaz maja_ wspolny bok QQ' , PQ = QR oraz katy 
ZPQQ' = ZRQQ', zatem rowniez PQ' = Q'R. Ale poniewaz punkt Q' lezy na paraboli, zatem 
PQ' = Q'R' ■ Lq,cz^c te wyniki dostajemy Q'R' = Q'R, co nie jest mozliwe. 

Wybieramy punkt Q tak, by byl bardzo blisko punktu O = (0, 0), w ktorym to punkcie chcemy 
zmierzyc krzywizne. Narysujmy normalne do naszej paraboli w punktach O i Q. Oznaczmy ich 
punkt przeciecia przez S. Widac, ze proste SQ i PR sa. prostopadle do stycznej do paraboli 
wyznaczonej w punkcie Q czyli dwusiecznej kata PQR, a wiec te proste sa. rownolegle. Punkty 
SQRP tworz^ rownoleglobok, zatem SP = QR. 

Promien krzywizny paraboli w punkcie O zdefiniowalismy jako odleglosc SO = I + QR. Jesli 
punkt Q wybralismy bardzo blisko O, to QR « PO — I, zatem SO = 21 = 

Promien krzywizny elipy na koncu dluzszej polosi wynosi ( a ~ b K a + b ) ; a na koncu krotszej p 



3tZ Narysujmy w kazdym punkcie krzywej wektor styczny. Po przejsciu luku okregu o dlugosci I 
i promieni krzywizny r, wektor styczny obraca sie o k^t rowny Zatem po przejsciu calej krzywej 
wektor styczny obroci sie o ka.t + ^- + .... Ale calkowitq krzywizne krzywej zdefiniowalismy jako 
te sume. Zatem calkowita krzywizna krzywej jest rowna 2irx (ile razy obraca sie wektor styczny 
przy jednokrotnym obejsciu krzywej). 

W szczegolnosci calkowita krzywizna okregu jest rowna ±2n (to, czy nalezy wybrac plus czy 
minus, zalezy od tego, w ktorq strone obchodzimy nasz okrqg), calkowita krzywizna osemki jest 
rowna 0... 

5 . 6 cos c = cos a cos b + sin a sin b cos 7 



577 Rozwiqzanie 1. Wybieramy uklad wspolrzednych tak samo, jak w dowodzie twierdzcnia 
Pitagorasa i teraz tez A = (cos b, sin b, 0), B = (cos a, 0, sin a), C = (1,0,0). Szukamy teraz 
wielkiego kola przechodz^cego przez A i B. Nie jest to trudne: przeciez wektor prostopadly do 

wcktorow OA i OB mozna otrzymac wyznaczaj^c ich iloczyn wektorowy, ktory w tym wypadku 
jest rowny (sin a sin 6, — cos a sin b, — sin a cos b). Ten wektor ma dlugosc rowna. iloczynowi dlugosci 
mnozonych wcktorow oraz sinusa kata zawartego miedzy nimi, zatem nasz wektor ma dlugosc sin c. 
Zatem wektorem o dlugosci 1 prostopadlym do OA i OB jest ( sin a sin fc cos a sin b sin acosM j 
s^ to jednoczesnie wspolczynniki wielkiego kola wyznaczonego przez bok c. Wielkie kolo wyz- 
naczone przez bok b ma oczywiscie wspolrzedne (0,1,0) lub (0,-1,0). Wybiermy te druga^ 
mozliwosc-gdybysmy wybrali pierwszq nie staloby sie nic strasznego, ale zamiast kosinusa kata a 
otrzymalibysmy kosinus k^ta dopelniajacego do a, czyli 7r — a. Tak wiec cos a = (0, — 1,0) • 
/ sin a sin & cosasinfe sinacosb ) = cos a sin fc z twierdzenia Pitagorasa cos a = 2°sc, zatem 

V sine ' sine ' sm c / sine to cos b ' 

cosa= 

tg c 

Rozwi^zanie 2. Ze wzorow al-Battaniego mamy 

cos a — cos b cos c 

cos a = ; — ; — : 

sm sm c 

...podnosimy obie strony do kwadratu... 

9 (cos a — cos b cose) 2 
cos a = 



sin 2 b sin 2 c 

(cos a — cos b cos c) 2 (cos 2 a — cos a cos b cos c) 2 



(1 — cos 2 b) sin c (cos 2 a — cos 2 a cos 2 6) sin c 
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...teraz zauwazamy, ze z twierdzenia Pitagorasa cos a cos 6 = cose... 

9 (cos 2 a — cos 2 c) 2 cos 2 a — cos 2 c 

cos a = , 2 = — 

(cos z a — cos z c) sm c sm c 

sin 2 a = 1 — cos 2 a 



. 2 
sm a 



. 2 

sm c 



A zatem mamy 

sin a 
sin a = — — 



smc 

(troche oszukalismy, co ze znakiem?) 
Podobnic znajdujemy druga_ formulc: 

cos a — cos b cos c cos a cos b — cos 2 b cos c 

cos a = 



sin b sin c sin b cos 6 sin c 

cos c — cos 2 b cos c sin & cos c tg b 
sin 6 cos b sin c cos b sin c tg c 



&7y Obwod jest rowny 27rsinr, a pole rowne 27r(l — cosr). 

Odpowiedz 1: Jesli chodzimy tak, zeby jedna noga stapala po okregu o promieniu a, a druga 
po okregu o promieniu a + Aa, to jedna noga przechodzi droge 2n sin a, a druga 2n sin(a + Aa) = 
27r(sin a cos Aa + cos a sin Aa) ~ 27r(sin a + Aa cos a). Stad znajdujemy promien krzywizny rowny 
tg a. 

Odpowiedz 2: Rozwazmy stozek styczny do sfery wzdluz naszego okregu. Mieszkancy sfery 
i stozka mierza_c promien krzywizny naszego okregu otrzymaja, ten sam wynik. A wynik, jaki 
otrzymajq mieszkancy stozka latwo otrzymac, poniewaz (po drobnej ingerencji nozyczek) stozek 
daje sie rozprostowac bez zadnych deformacji do kawalka plaszczyzny. 

14.2 Krzywizny glowne naszej powierzehni sq rowne fc m m = a + c — \/ (a — c) 2 + 46 2 k max = 
a + c+ yj(a — c) 2 + 46 2 . k min + k max = 2 (a + c), k mm k max = 4(ac - o 2 ). 

9.11 Spacer po okregu. Rozwazmy okra^g na sferze (nie koniecznie kolo wielkie)-to po 
nim bedziemy wedrowac. Srodek sfery tradycyjnie oznaczamy przez O, srodek naszego okregu 
oznaczmy przez R. Dla kazdego punktu P lez^cego na okregu kat Z.POR jest taki sam, oznaczmy 
wiec go przez a. 

Promien naszego okregu jest rowny oczywiscie since. Tym nie mniej mieszkancowi sfery wydaje 
sie, ze ma on promien tg a. Na plaszczyznie trzeba przejsc dlugosc 27rtg a wzdluz luku okregu 
o tym promieniu, zeby wrocic do punktu wyjscia. Tymczasem ida_c tyle samo wzdluz naszego 
okregu na sferze, wracamy do punktu wyjscia, mijamy go i idziemy jeszeze troche dalej. Faktyczny 
obwod okregu jest rowny 27rsina, zatem po minieciu punktu poczatkowego przejdziemy jeszeze 
27rtg a — 27rsina = 27rtg a(l — cos a). 

Choc moglibysmy dokladnie policzyc odleglosc punktu poczatkowego i kohcowego naszej 
podrozy, posluzymy sie prostym przyblizniem. Mianowicie w przyblizeniu ta odleglosc jest rowna 
dlugosci drogi, jakq przechodzimy po minieciu punktu poczatkowego, czyli 27rtg a(l — cos a) « 
7ra 3 . 

A teraz zastanowmy sie, jaki k^t tworzq, poczqtkowy i kohcowy kierunek naszego nosa. I 
tu pojawia sie problem: mianowicie chcemy mierzyc kqt pomiedzy dwoma wektorami (nosy), 
ktorych punkty zaczepienia sa. gdzie indziej. Fachowiec od geometrii rozniczkowej stanowczo za- 
protestowalby przeciwko takim probom. 

Rozwazmy wiec nieco zmodyfikowany spacer na plaszczyznie. Bedziemy chodzic (tak jak 
poprzednio) po okregu o promieniu R — tg a, ale tym razem nie obejdzicmy calego obwodu, ale 
tylko dlugosc 27rsina. Zatem ka_t miedzy poczqtkowym i kohcowym kierunkiem nosa jest rowny 
storunkowi przebytej drogi i promienia kola, czyli 2 ^™" = 27rcosa. Jesli wiec teraz obrocimy sie 
jeszeze o kqt 27r(l — cos a), to, tak jak chcielismy, nos wroci do poczatkowego polozenia. 
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Jesli ten sam spacer wykonamy na sferze, to zgodnie z tym, co juz powiedzielismy, wrocimy 
dokladnic do punktu startu; ale obrot o 2ir(l — cos a) sprawia, ze wlasnie o tyle rozni sie koncowe 
i pocz^tkowe polozenie nosa. W przyblizeniu jest to rowne na 2 . 

Wynik ten nie powinien nas dziwic. Przeciez kqt, o jaki zostajemy obroceni jest dokladnie rowny 
defektowi wielokqta po ktorym idziemy. Na sferze o promieniu 1 defekt jest dokladnie rowny polu, 
a pole czaszy, ktdrq obchodzimy jest przeciez rowne 2n(l — cos a). 

Wypada teraz wyciqgnqc wnioski. Wedrujac po sferze napotykamy dwa zjawiska wywolane 
przez krzywizne: nie wracamy dokladnic do punktu startu (choc 'powinnismy') i zostajemy troche 
obroceni. Wielkosc kazdego z tych efektow zalezy-mowiac troche nieprecyzyjnie-od wielkosci ob- 
szaru, po ktorym sie poruszamy. W przypadku chodzenia po okregu mozemy te wielkosc scharak- 
teryzowac np. przez a. Pierwszy efekt jest rzedu a 3 , czyli jest dla malych a pomijalnie maly 
w porownaniu z wielkoscia drugiego efektu, ktory jest rowny polu obchozonego obszary (w przy- 
blizeniu a 2 ). 

Spacer po prostokacie. Idziesz prosto przed siebie (przebyta. droge oznaczymy przez a). 
Nastcpnie idziesz 'rakiem' w prawo i przebywasz droge b. Teraz idziesz do tylu, przebywasz droge 
a. I znowu idziesz rakiem, ale w lewo i przebywasz droge b. Gdzie jestes? 

Na plaszczyznie odpowiedz jest prosta: jestem dokladnie tarn, gdzie bylem na samym poczatku. 
A na sferze? 

Wprowadzmy uklad wspolrzgdnych sztywno zwiazany z wedrowecm. Wedrowka wgdrowca po 
sferze wyglada w takim ukladzie troche inaczej: wedrowiec spoczywa, a pod jego stopami obraca 
sie sfera. Kazdemu takiemu obrotowi sfery odpowiada jakas macierz. Macierze odpowiadajace 



kolejnym krokom sa. rowne 



cos a 
sin a 




— sin a 
cos a 






COS& 

sin b 





— sin b 
cos b 



cos a 
— sin a 




sin a 
cos a 
1 



1 

cos b sin b 
— sin b cos b 

przemnozyc w tcj wlasnie kolejnosci. Najpierw policzymy iloczyn pierwszych dwu: 



Zeby zobaczyc macierz odpowiadajaxa calemu spacerowi, trzeba je 



cos a 
sin a 




— sin a 
cos a 






COS& 

sin b 





— sin b 
cos b 



cos a 
sin a 




— sin a cos b 
cos a cos b 
sin b 



sin a sin b 
- cos a sin b 
cos 6 



Poniewaz macierz trzecia i czwarta roznia, sie od pierwszej i drugiej tylko znakami przy sinusach, 
iloczyn trzeciej i czwartej macierzy latwo uzyskac zmieniajac znaki przy sinusach w obliczonym 
juz iloczynie pierwszej i drugiej macierzy. Tak wie iloczyn wszystkich czterech macierzy jest rowny 



cos a 
sin a 




— sin a cos 6 
cos a cos b 
sin b 



sin a sin 6 
- cos a sin b 
cos b 



cos a 
— sin a 




sin a cos b 
cos a cos b 
— sin& 



sin a sin b 
cos a sin b 
cos b 



1 — sin 2 a(l — cos&) 
sin a cos 6(1 — cos a) 
— sin a cos b 



sin a cos a cos 6(1 — cos b) 
1 + (1 — cosa)(l — cos 6) (cos a cos b — 1) 
sin b cos 6(cos a — 1) 

ab 



sinasin6[l — (1 — cosa)(l — cos b)] 
sin 6[sin 2 a + cos a cos b(cosa — 1)] 
1- sin 2 6(1 



cos a 



1 



a o 



ab 2 - 

a 2 $(a 2 +b 2 ) 



-ab 



2 



a 2 b 

2 2.2 

_ a o 
2 



Wnioski, jakie mozna wyciqgna/ z tego wyniku sq takie same, jak dla wedrowki po okregu. 



